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Dagens plan
2 Neste ukes gving

@ Korteste vel alle-til-alle
+ Floyd-Warshall

2 Denne ukens @ving




Neste ukes gving

@ Praksis — Kortstokker
+ Fletting av ferdigsorterte lister

@ [eori — Korteste vel
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Korteste vei — mange muligheter

En-til-én Alle-til-én

En-til-alle Alle-til-alle




Korteste vei alle-til-alle — problem solved

@ Kjgr en en-til-alle korteste vel algoritme fra alle
nodene

+ F.eks Djikstra eller Bellman-Ford

2 Kjgretid Dijkstra
+ En-til-alle: ©(Elg V)

+ Alle-til-alle: @( VE 1g 1)

2 Ferdig foridag :)
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Korteste vei alle-til-alle
@ Kan gjagres bedre

2 Kjagrer vi én-til-alle fra alle nodene Igser vi
sannsynligvis det samme problemet flere ganger

2 Gjenbruk lgsninger




Korteste vei alle-til-alle

@ Korteste-vei-problemet har overlappende
delproblemer og optimal substruktur

2 Viktig kjennetegn pa problemer som kan Igses vha.
dynamisk programmering

2 | en korteste-vei-setting:
+ Overlappende delproblemer:




Dagens antagelser
2 Nabomatriser

2 Ingen negative sykler
4 men negative kanter er lov

2=V

2 O(i, j) = Korteste veien fra i til ;




(2,3), (3,8), (4,-4)

4,1), (5,7)

(2,4)

(1,2), (3,-5)

(4,6)

Naboliste vs nabomatrise
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Andre forsgk




Korteste vei alle-til-alle

@ Jnsker a finne korteste vei mellom node i og node]
+ Anta noen har jobbet pa problemet far '
+ Har funnet en mulig korteste vei
+ Men har kun fatt sett pa stier bestaende
av maks m — 1 kanter

2 Hva gjor du?




Korteste vei alle-til-alle

@ Ser pa stier bestaende av kanter m kanter

@ Hyvilke alternativer eksisterer?
1. Forgjengeren fant det beste valget, dvs: \"/=1""
2. Bedre a bruke m kanter enn m — 1

@ Ma finne en sti med m — 1 kanter hvor endenoden
har en kant til ;

Z(m—l)

i




Korteste vei alle-til-alle

@ Skaffet oss tre nye problemer:
+ Korteste vei fra i til £’
+ Korteste vei fra i til k"
+ Korteste vei fra i til k'
2 Ma sjekke alle mulighetene:
+ w(p') + wk',j) = w(i, k) + w(k', j)

+ w(p") +wlk",j) = wii, k") + wk", j)
2 w(p)+wlk'™, j) = wii, k") + w(k", j)
+ Hvilken er billigst?
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2 Alle disse stiene bestar av m — 1 kanter

+ Forgjengeren var har allerede det problemet!

™= min (1" 4 W)

i
4 1<k=<n

@ Tar vi med alternativ 1:

(it S m—1) 3 (m—1)
[,'=min l(l.j , min [} +wkj})

1<k<n

T L R T g
5 (i, /)= e e

] i
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Extend-Shortest-Paths (L, )

1 n=L.rows

2 letL'=( I';) be a new n X n matrix
Jfori=1ton

4 forj=1ton

5 [ ’ij = o0

6 fork=1ton

i l’l.j=min (l'l.j,ll.k+wkj)
8 return L'
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Extend-Shortest-Paths (L, )
1 n=L.rows
2 letL'=( I';) be a new n X n matrix

3 fori=1ton
4 forj=1ton

5 Z’iizoo

6 fork=1ton

7 l’l.j=min (l’l.j, ll.k+wkj)
8

return L’
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Extend-Shortest-Paths (L, )
1 n=L.rows
2 letL'=( I';) be a new n X n matrix

3 fori=1ton
4 forj=1ton

5 l’ij:oo

6 fork=1ton

7 I’l.jzmin (l’l.j, lik+wkj)
8

return L’

0
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Extend-Shortest-Paths (L, )
1 n=L.rows
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return L’

f03
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Extend-Shortest-Paths (L, )
1 n=L.rows
2 letL'=( I';) be a new n X n matrix

3 fori=1ton
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5 l’ij:oo

6 fork=1ton
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8

return L’

f0382\
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Extend-Shortest-Paths (L, )

1 n=L.rows

2 letL'=( I';) be a new n X n matrix
3 fori=1ton

4 forj=1ton

5 Z’ij = o0

6 fork=1ton

7 I’l.jzmin (l’y"lik+wlg')
8 return L’

’0382—4\
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Extend-Shortest-Paths (L, )
1 n=L.rows
2 letL'=( I';) be a new n X n matrix

3 fori=1ton
4 forj=1ton

5 l’ij:oo

6 fork=1ton

7 I’l.jzmin (l’l.j, lik+wkj)
8

return L’

’0382—4\
3
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Extend-Shortest-Paths (L, )

1 n=L.rows

2 letL'=( I';) be a new n X n matrix
3 fori=1ton

4 forj=1ton

5 Z’ij = o0

6 fork=1ton

7 I’l.jzmin (l’y"lik+wlg')
8 return L’

{0382—4\
3.0
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Extend-Shortest-Paths (L, )

1
2

3

4
5
6
i
8

n = L.rows
let L'=(/".) be a new n x n matrix

fori=1ton
forj=1ton
['! = o0
g
fork=1ton
l’l.j=mm (l’l.j, lik+wkj)
return L'
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2 Kjgretid: ®(n*)

+ Extend-Shortest-Paths Extend-Shortest-Paths (L, ')
Kjgres n —2 ganger , ?et:LL’io(Ml):Z)beanewnxnmatrix
@ Darligere enn Dijkstra fra hver
node somer: O( VE Ig ))

2 Vi er kun interessert i L"), men

3 fori=1ton
4 forj=1ton

5 Z’l,j:oo

6 fork=1ton

Y, Z’l.j = min (l'l.j, ll.k+wkj)
8 return L’

kalkulerer alle L&, L® [ ..
+ Er det ngdvendig?

+ Nei! Kan doble antall kanter vi tillater pa en sti etter
hver gang vi har kjgrt Extend-Shortest-Paths

2 L0 LO [G [® [
+ Kjoeretid: O(n’ 1g n)




Korteste vei alle-til-alle - Oppsummering

2 Finn korteste vei alle-til-alle nar du kun tillater m
kanter pa en sti

@ For hver m, still deg spgrsmalet:

+ “Kan jeg finne en billigere vei fra i til j, enn hva jeg
allerede har klart med m — 1 kanter?”

@ Avsluttnarm =n—1
+ Tweak: ikke alle verdier mellom 1 og » — 1 ma vurderes
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Tredje forsok:
Floyd-Warshall




Floyd-Warshall

@ En annen tilngerming til problemet
+ Forrige algoritme sa pa stier med maks m kanter
+ Floyd-Warshall ser pa stier som gar innom node %
@ Ogsa en dynamisk programmeringsalgoritme




Floyd-Warshall

2 Jnsker a finne korteste vei mellom node i og node ;
+ |gjen har noen jobbet pa problemet!
+ Igjen har de funnet en mulig korteste vei
+ Men har kun fatt sett pa stier som inneholder nodene
P10 ok e

O

2 Hva gjgr du?




Floyd-Warshall

@ Ser pa stier som ogsa kan inneholde node &
@ Hvilke alternativer eksisterer?
1. Forgjengeren fant den beste veien, dvs: df.,."):df.,.’“l)
2. Bedre a ga innom k
@ Ma na finne to korteste stier: p , p,




Floyd-Warshall

@ Begge disse stiene bestar kun av
noderi {1,2,... ,k—1}
+ Forgjengeren var har allerede lgst disse problemene!

2 Tar vi med alternativ 1:

ij

d\P =min(df™", dfV+di™")

St

i




Floyd-Warshall

Floyd-Warshall ()
1 n=Wrows

2 D=W

3 fork=1ton

4 fori=1ton

6 forj=1ton

7l d. = min (dl.j, G dkj)
8

y
return D
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Floyd-Warshall

2 Kjgretid: ©(#°)
+ Bedre enn Dijkstra fra Floyd-Warshall (/")

1 n=W.rows

hver node 2D=W
3 fork=1ton
+ Lave konstantledd

4 fori=1ton
6 forj=1ton
7
8

d. = min (dl.j, G dkj)

7
return D

2 Minne: ©(n?)




NIL
NI 5N -2
3 NIL NIL
NIL 4 NIL
NLES=NTIESES

1
A
NIL
NIL
NIL

Floyd-Warshall

Floyd-Warshall' (W, P)
1 n=Wrows

2 D=W

4 TI=P

3 fork=1ton

4 fori=1ton

6 forj=1ton

L if g, £d <d,
8 d,=d,+d,
9 TS T

10 return (D, IT)




Floyd-Warshall

Floyd-Warshall' (W, P)
1 n=Wrows

2 D=W

4 I1=P

3 fork=1ton

4 fori=1ton

6 forj=1ton
i if d_+ dkj < dl.j
8
9

d,=d,+d,
M, = T,
10 return (D, IT)

NH- Sl 1 Nt N2 = 1 NIL 1
NIL ANTE 25N 2 A N aNIL < NTL 2 .
NFE3 NIL NIL NIL NI -8 NIL NIL NIL
. NIL 4 NIL NIL - 1 = NIL 1
NIE =N =NTIEES NIL Sl INTIFENTLg S NIL




Floyd-Warshall

Floyd-Warshall' (W, P)
1 n=Wrows

2 D=W

4 I1=P

3 fork=1ton

4 fori=1ton

6 forj=1ton
i if d_+ dkj < dl.j
8
9

d,=d,+d,
M, = T,
10 return (D, IT)

NIL 1 1 DN ==t
NIL NIL NIL 2 2
NEE2z3 NIL NIL NIL
. 1 = N 55
NI NI =NTIE=5 NIL




Floyd-Warshall

Floyd-Warshall' (W, P)
1 n=Wrows

2 D=W

4 TI=P

3 fork=1ton

4 fori=1ton

6 forj=1ton

7 it g d <d,
8 d,=d,+d,
9 M= T

10 return (D, IT)

NIL 1 1 DN ==t N5
NIL NIL NIL 2 2 NIL NIL
NEE2z3 NIL NIL NIL NI 8
. 1 = N 55 - |
NI NI =NTIE=5 NIL NIL NIL
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N7z 1
NIL NIL
N3
- 1
NIL NIL

Floyd-Warshall' (W, P)
1 n=Wrows

2 D=W

4 TI=P

3 fork=1ton

4 fori=1ton

6 forj=1ton

7 it g d <d,
8 d,=d,+d,
9 M= T

10 return (D, IT)
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N7z 1
NIL NIL
N3
- 1
NIL NIL

Floyd-Warshall' (W, P)
1 n=Wrows

2 D=W

4 TI=P

3 fork=1ton

4 fori=1ton

6 forj=1ton

7 it g d <d,
8 d,=d,+d,
9 M= T

10 return (D, IT)

N 5
NIL NIL
INTL 8
- g
NIL NIL




Floyd-Warshall

NI 1
NIL NIL
NI
- 3
NI =N1E

Floyd-Warshall' (W, P)
1 n=Wrows

2 D=W

4 TI=P

3 fork=1ton

4 fori=1ton

6 forj=1ton

7 it g d <d,
8 d,=d,+d,
9 M= T

10 return (D, IT)
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NI 1
NIL NIL
NI
- 3
NI =N1E

Floyd-Warshall' (W, P)
1 n=Wrows

2 D=W

4 TI=P

3 fork=1ton

4 fori=1ton

6 forj=1ton

7 it g d <d,
8 d,=d,+d,
9 M= T

10 return (D, IT)

NIL 1 4 2
4 NIL 4 2
4 > NIL 2
4 3 4 NIL
4 3 4 5
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Floyd-Warshall' (W, P)
1 n=Wrows

2 D=W

4 TI=P

3 fork=1ton

4 fori=1ton

6 forj=1ton

7 it g d <d,
8 d,=d,+d,
9 M= T

10 return (D, IT)




Floyd-Warshall

Floyd-Warshall' (W, P)
1 n=Wrows
2 D=W
4 I1=P
3 fork=1ton
fori=1ton
forj=1ton

4
6

7 if d,+d,<d,
8 d,=d, +d
9

M, = T,
10 return (D, IT)

g

NI =53 4

4
e
il v TR

4 NIL 4 2
3 NIL 2

5

NIL
5




Floyd-Warshall

Floyd-Warshall' (W, P)
1 n=Wrows

2 D=W

4 I1=P

3 fork=1ton

4 fori=1ton

6 forj=1ton

i if d_+ dkj < dl.j
8 dl.j = dedis dkj
9 TS T

10 return (D, I1)

Print-All-Pairs-Shortest-Path (I1, i, )

IS ==

2  printi

3 elseif m, == NIL

4 print “No path from i “to ““j “ exists”
5 else Print-All-Pairs-Shortest-Path (I, i, 7,)
6 printj




Oppsummering

2 Korteste vei alle-til-alle, fgrste forsak:
+ Kjgr en korteste vei én-til-alle algoritme fra hver node

+ Bellman-Ford
@ Veldig tregt
+ Dijkstra
@ |[kke negative kantvekter

2 Korteste vei alle-til-alle, andre forsgk:
+ Sjekk om vi kan fa en bedre vei ved a bruke en kant til

2 Korteste vel alle-til-alle, tredje forsgk (Floyd-Warshall):
+ Finne beste vei ved a bruke de fgrste £ nodene
+ Sjekk for alle £k om det er bedre a inkludere £ pa stien




Denne ukens gving

@ Pipesortering
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